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Partie 9: Analyse de sensibilité



Analyse de sensibilité
Objectif
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Objectif:

Trouver les paramètres d’un modèle qui influent
le plus sur la sortie du modèle.

On cherche donc à estimer la sensibilité de la sortie à la
variation des paramètres.

Présentation de la méthode de Morris:
encore appelée Elementary Effects (EE) method



Méthode de Morris
Le modèle
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• θi , i = 1 : k les k paramètres du modèle qui sont
supposés être compris dans l’intervalle [0, 1], et
θ = (θ1, . . . , θk) le vecteur des paramètres;
• y est une sortie scalaire du modèle, qui dépend des k

paramètres du modèle:

y = y(θ1, . . . , θk) = y(θ);

• Ω = [0, 1]k l’espace des valeurs des paramètres.



Méthode de Morris
Effet élémentaire
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• Choix de r valeurs de θ:

θj =
(
θj

1, . . . , θ
j
k

)
, j = 1 : r

• Pour chaque θj , calcul de l’effet élementaire du ième

paramètre sur la sortie y , qui est défini par:

di(θ
j) =

1
∆

∣∣∣y(θj
1, . . . , θ

j
i−1, θ

j
i ±∆, θj

i+1, . . . , θ
j
k)− y(θj)

∣∣∣
où ∆ est une valeur donnée.

Remarque: Si ∆ est petit, di(θ
j) peut être vu comme

une approximation de ∂y
∂θi |θj

.



Méthode de Morris
Indices µ∗ et σ
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(slide tiré de la présentation de B. Iooss du 30/03/2009)

Calcul de deux indices pour chaque paramètre θi :

µ∗i et σi

• valeur moyenne µ∗i des effets élementaires de l’entrée i

µ∗i = E
({∣∣∣di(θ

j)
∣∣∣}

j=1:r

)
mesure de la sensibilité de y à une variation de θi :
µ∗i grand⇒ effets importants (en moyenne)

⇒ sortie y sensible aux variations de θi
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Indices µ∗ et σ
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(slide tiré de la présentation de B. Iooss du 30/03/2009)

Calcul de deux indices pour chaque paramètre θi :

µ∗i et σi

• variance σi des effets élementaires de l’entrée i

σi = var
({

di(θ
j)
}

j=1:r

)
mesure des effets non linéaires et des interactions entre
paramètres:
σi grand⇒ effets différents les uns des autres

⇒ effets qui dépendent de la valeur:
• soit du paramètre lui-même: effet non linéaire
• soit des autres paramètres: interactions

(Méthode ne permet pas de distinguer les 2 cas)



Méthode de Morris
Graphe (µ∗, σ)
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(slide tiré de la présentation de B. Iooss du 30/03/2009)

Exemple: Fonction non monotone de Morris (source Saltelli)

On distingue 3 groupes:
1. Effets négligeables
2. Effets linéaires
3. Effets non linéaires

et/ou avec
interactions



Méthode de Morris
Mesures de sensibilité
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En pratique:

On choisit un nombre PAIR p de niveaux, c’est à dire de
points de discrétisation de l’intervalle [0, 1].

Pour chaque simulation, chaque entrée θj
i va prendre une

valeur parmi les p valeurs suivantes:{
0,

1
p − 1

,
2

p − 1
, . . . ,1

}
.

∆ est donné par:
∆ =

p
2(p − 1)

.



Analyse de sensibilité
Exemple d’un modèle de fermentation
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levure X
azote N
sucre S

alcool E

Time

Cell populat

Glucose

CO2

rate (g.L-1.h-1)

Time

Population cellulaire

Glucose

Vitesse de fermentation

N assimilable

Croissance des levures
N −→

X
k1N

Dégradation du sucre en alcool
S −→

X
k2E + k2C02

dX
dt = µ1(N)X
dN
dt = −k1µ1(N)X
dE
dt = µ2(S, E)X
dS
dt = −k2µ2(S, E)X

avec µ1(N)=µmax
1

N
KN+N , µ2(S, E)=µmax

2
S

KS+S
KE

KE +E
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Partie 10: Calibration



Calibration de modèles
Objectif
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Question: quelles sont les valeurs θ̂ des paramètres θ
d’un modèle donné qui permettent d’obtenir des sor-
ties simulées proches des mesures?
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Question: quelles sont les valeurs θ̂ des paramètres θ
d’un modèle donné qui permettent d’obtenir des sor-
ties simulées proches des mesures?

Formulation mathématique du problème:
Problème de minimisation d’une fonction objectif J(θ), de
la forme:

θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

où Ω est l’ensemble des valeurs des paramètres θ admissi-
bles.



Calibration de modèles
Objectif
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Question: quelles sont les valeurs θ̂ des paramètres θ
d’un modèle donné qui permettent d’obtenir des sor-
ties simulées proches des mesures?

Formulation mathématique du problème:
Problème de minimisation d’une fonction objectif J(θ), de
la forme:

θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

où Ω est l’ensemble des valeurs des paramètres θ admissi-
bles.

⇒ notion de proximité à clarifier: “proches” en quel sens?
selon quelle distance?



Calibration de modèles
Notion de distance en mathématiques
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Objectif: pour quantifier l’éloignement entre deux objets de
même nature.



Calibration de modèles
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C. Casenave / Modélisation d’écosystèmes 13/ 24

Objectif: pour quantifier l’éloignement entre deux objets de
même nature.

Distance "intuitive" = distance euclidienne
définie comme la racine de la somme des différences au
carré

d(x , y) =

√√√√ N∑
i=1

(xi − yi)2

où
• x = (x1, ..., xN)T ∈ RN : vecteur de données simulées

(avec le modèle et donc dépendantes des
paramètres θ)
• y = (y1, ..., yN)T ∈ RN : vecteur des données mesurées

expérimentalement



Calibration de modèles
Notion de distance en mathématiques
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Objectif: pour quantifier l’éloignement entre deux objets de
même nature.

Distance "intuitive" = distance euclidienne pondérée
définie comme la racine de la somme des différences au
carré

d(x , y) =

√√√√ N∑
i=1

βi(xi − yi)2

où • βi sont des poids positifs
• x = (x1, ..., xN)T ∈ RN : vecteur de données simulées

(avec le modèle et donc dépendantes des
paramètres θ)
• y = (y1, ..., yN)T ∈ RN : vecteur des données mesurées

expérimentalement



Problème de moindres carrés
Formulation
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Problème de minimisation:

θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ) avec J(θ) =
N∑

i=1

βi(yi(θ)− ym
i )2

où • θ est le vecteur de paramètres du modèle
• N est le nombre d’instants ti d’observation
• ym

i est le vecteur des observations (mesures) à l’instant ti

• yi(θ) est le vecteur des estimations données par le
modèle à l’instant ti en fonction de θ

• βi est un coefficient de pondération pouvant être
différent selon l’instant d’observation
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Formulation
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Problème de minimisation:

θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ) avec J(θ) =
N∑

i=1

βi(yi(θ)− ym
i )2

où • θ est le vecteur de paramètres du modèle
• N est le nombre d’instants ti d’observation
• ym

i est le vecteur des observations (mesures) à l’instant ti

• yi(θ) est le vecteur des estimations données par le
modèle à l’instant ti en fonction de θ

• βi est un coefficient de pondération pouvant être
différent selon l’instant d’observation

⇒ solution et méthode à utiliser dépendent du modèle utilisé



Modèles de regression linéaire
Solution du problème de moindres carrés
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Forme des modèles: modèles linéaires par rapport à θ:

yi(θ) = φT
i θ

où φi est un vecteur de même taille que θ appelé régresseur.



Modèles de regression linéaire
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Forme des modèles: modèles linéaires par rapport à θ:

yi(θ) = φT
i θ

où φi est un vecteur de même taille que θ appelé régresseur.

Problème de moindres carrés:

min
θ∈Ω

J(θ) = min
θ∈Ω

N∑
i=1

βi(φ
T
i θ − ym

i )2



Modèles de regression linéaire
Solution du problème de moindres carrés
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Forme des modèles: modèles linéaires par rapport à θ:

yi(θ) = φT
i θ

où φi est un vecteur de même taille que θ appelé régresseur.

Problème de moindres carrés:

min
θ∈Ω

J(θ) = min
θ∈Ω

N∑
i=1

βi(φ
T
i θ − ym

i )2

Solution analytique appelée estimateur des moindres carrés:

θ̂ =

[
N∑

i=1

βiφiφ
T
i

]−1 N∑
i=1

βiφiy
m
i

sous condition que la matrice
∑N

i=1 βiφiφ
T
i est inversible.



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 1: résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

N∑
i=1

βi

(
µi − k

Si

a + Si

)2



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 1: résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

N∑
i=1

βi

(
µi − k

Si

a + Si

)2

⇒modèle non linéaire par rapport à a

⇒ utilisation de méthodes non linéaires



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 2: transformer le problème pour le rendre linéaire



Modèles de régression linéaire
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 2: transformer le problème pour le rendre linéaire
Par exemple:

µi = k
Si

a + Si
⇐⇒ (a + Si)µi = kSi ⇐⇒ Siµi = kSi − aµi

⇐⇒ Siµi = [Si | −µi ]

[
k
a

]
⇐⇒ ym

i = yi(θ)

avec: yi(θ) = φT
i θ, ym

i = Siµi , θ =

[
k
a

]
et φi =

[
Si
−µi

]



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 2: transformer le problème pour le rendre linéaire
Puis résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

N∑
i=1

βi

(
[Si | −µi ]

[
k
a

]
− Siµi

)2



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 2: transformer le problème pour le rendre linéaire
Puis résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

N∑
i=1

βi

(
[Si | −µi ]

[
k
a

]
− Siµi

)2

Solution: θ̂ =

[∑N
i=1 βi

[
Si
−µi

]
[Si | −µi ]

]−1∑N
i=1 βi

[
Si
−µi

]
Siµi



Modèles de régression linéaire
Exemple: taux de croissance
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

k = 1.34, a = 1.57
N = 74 mesures
σ1 = 0.2 écart type du bruit
de mesure sur µi

σ2 = 0.8 écart type du bruit
de mesure sur Si



Cas non linéaire
Algorithmes de minimisation
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θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

La plupart du temps, J fonction non linéaire de θ

⇒ impossible de calculer analytiquement la solution
⇒ utilisation d’algorithmes d’optimisation
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θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

La plupart du temps, J fonction non linéaire de θ

⇒ impossible de calculer analytiquement la solution
⇒ utilisation d’algorithmes d’optimisation

Objectif des algorithmes: trouver le minimum (ou maximum)
d’une fonction et la valeur en laquelle elle atteint cet ex-
tremum sur un domaine Ω donné
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θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

La plupart du temps, J fonction non linéaire de θ

⇒ impossible de calculer analytiquement la solution
⇒ utilisation d’algorithmes d’optimisation

Objectif des algorithmes: trouver le minimum (ou maximum)
d’une fonction et la valeur en laquelle elle atteint cet ex-
tremum sur un domaine Ω donné

• algorithmes itératifs
• démarrent d’une valeur initiale donnée



Cas non linéaire
Algorithmes de minimisation

C. Casenave / Modélisation d’écosystèmes 18/ 24

θ̂ = argminθ∈ΩJ(θ)

La plupart du temps, J fonction non linéaire de θ

⇒ impossible de calculer analytiquement la solution
⇒ utilisation d’algorithmes d’optimisation

Objectif des algorithmes: trouver le minimum (ou maximum)
d’une fonction et la valeur en laquelle elle atteint cet ex-
tremum sur un domaine Ω donné

• algorithmes itératifs
• démarrent d’une valeur initiale donnée

Valeur initiale = première estimation "grossière" des paramètres.



Minimum global ou local
Importance de la condition initiale
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Existence de deux types de minimum
Pour tout a ∈ Ω, f (a) est un
• minimum global de f si f (a) est la plus petite valeur

atteinte par f sur tout le domaine Ω

• minimum local de f si il existe un voisinage V de a tel
que f (a) est la plus petite valeur atteinte par f sur V
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Importance de la condition initiale
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Existence de deux types de minimum
Pour tout a ∈ Ω, f (a) est un
• minimum global de f si f (a) est la plus petite valeur

atteinte par f sur tout le domaine Ω

• minimum local de f si il existe un voisinage V de a tel
que f (a) est la plus petite valeur atteinte par f sur V

exemple:
la fonction f 7→ −3e−x2 −
e−(x−3)2

admet deux mini-
mums locaux sur [−5, 10] dont
un est global



Minimum global ou local
Importance de la condition initiale
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Existence de deux types de minimum
Pour tout a ∈ Ω, f (a) est un
• minimum global de f si f (a) est la plus petite valeur

atteinte par f sur tout le domaine Ω

• minimum local de f si il existe un voisinage V de a tel
que f (a) est la plus petite valeur atteinte par f sur V

Importance de bien choisir la condition initiale car les
algorithmes convergent généralement vers un minimum
local, souvent le plus proche de la condition initiale.



Méthode du gradient
Problème considéré
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Algorithme du gradient aussi appelé algorithme de plus
forte pente ou de plus profonde descente = un algo-
rithme d’optimisation (minimisation ou maximisation) de
fonction.
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Algorithme du gradient aussi appelé algorithme de plus
forte pente ou de plus profonde descente = un algo-
rithme d’optimisation (minimisation ou maximisation) de
fonction.

Problème considéré: minimisation d’une fonction
f : x ∈ Ω ⊂ Rn 7→ f (x) ∈ R sur un domaine Ω:

x̂ = argminx∈Ωf (x)

Notation: ∇f (x) = gradient de f en x :

∇f (x) =

 ∂x1f (x)
...

∂xnf (x)





Méthode du gradient
Direction de descente
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direction de descente = direction, donc vecteur d ∈
Ω\{0} selon laquelle, au voisinage de x , la fonction f
décroit.
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direction de descente = direction, donc vecteur d ∈
Ω\{0} selon laquelle, au voisinage de x , la fonction f
décroit.

⇒ si on suit cette direction, on se rapproche d’un minimum
⇒ définie localement autour d’un point x ∈ Ω
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Direction de descente
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direction de descente = direction, donc vecteur d ∈
Ω\{0} selon laquelle, au voisinage de x , la fonction f
décroit.

⇒ si on suit cette direction, on se rapproche d’un minimum
⇒ définie localement autour d’un point x ∈ Ω

Définition mathématique:
d ∈ Ω\{0} est une direction de descente en x pour f si il
existe un intervalle [0, α0] tel que:

f (x + αd) 6 f (x), ∀α ∈ [0, α0]

d est une direction de descente stricte si l’inégalité est stricte
(< au lieu de 6).
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direction de descente = direction, donc vecteur d ∈
Ω\{0} selon laquelle, au voisinage de x , la fonction f
décroit.

⇒ si on suit cette direction, on se rapproche d’un minimum
⇒ définie localement autour d’un point x ∈ Ω

Résultat mathématique

Si ∇f (x) 6= 0, alors:

d = −∇f (x) est une direction de descente stricte en x
pour f .



Méthode du gradient
Algorithme du gradient
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1. Choix des paramètres: nombre d’itérations maximal N,
seuil de précision ε et valeur initiale x0 pour x

2. Initialisation: k = 0 et calcul de ∇f (x0)

3. Itérations: Tant que k + 1 6 N et ‖∇f (xk)‖ > ε alors
xk+1 = xk − αk∇f (xk)

k = k + 1
où αk peut être choisi selon différentes méthodes.

4. Solution approchée x̂ ' xk et minx∈Ω f (x) ' f (xk)
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1. Choix des paramètres: nombre d’itérations maximal N,
seuil de précision ε et valeur initiale x0 pour x
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1. Choix des paramètres: nombre d’itérations maximal N,
seuil de précision ε et valeur initiale x0 pour x

2. Initialisation: k = 0 et calcul de ∇f (x0)

3. Itérations: Tant que k + 1 6 N et ‖∇f (xk)‖ > ε alors
xk+1 = xk − αk∇f (xk)

k = k + 1
où αk peut être choisi selon différentes méthodes.

4. Solution approchée x̂ ' xk et minx∈Ω f (x) ' f (xk)
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1. Choix des paramètres: nombre d’itérations maximal N,
seuil de précision ε et valeur initiale x0 pour x

2. Initialisation: k = 0 et calcul de ∇f (x0)

3. Itérations: Tant que k + 1 6 N et ‖∇f (xk)‖ > ε alors
xk+1 = xk − αk∇f (xk)

k = k + 1
où αk peut être choisi selon différentes méthodes.

4. Solution approchée x̂ ' xk et minx∈Ω f (x) ' f (xk)

Deux choix de αk classiques:
• αk constante indépendante de k ⇒ gradient à pas fixe
• αk choisi pour minimiser f (xk−αk∇f (xk))⇒ gradient à pas

optimal
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Fonction de Monod: µ(S) = k
S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 1: résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

∑N
i=1

(
k Si

a+Si
− µi

)2
= argmin(a,k)∈Ωf (a, k)
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S

a + S

Problème: trouver les paramètres a et k de la fonction à
partir de N mesures bruitées Si et µi , i = 1 : N de S(ti) et
µ(S(ti))

Méthode 1: résoudre le problème de moindres carrés:

(â, k̂) = argmin(a,k)∈Ω

∑N
i=1

(
k Si

a+Si
− µi

)2
= argmin(a,k)∈Ωf (a, k)

Le gradient de f :

∇f (k ,a) =

[
∂k f (k ,a)
∂af (k ,a)

]
=

 2
N

∑N
i=1

Si
a+Si

(
k Si

a+Si
− µi

)
− 2

N

∑N
i=1 k Si

(a+Si )2

(
k Si

a+Si
− µi

) 
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Problème de moindres carrés:

min
θ∈Ω

J(θ) = min
θ∈Ω

N∑
i=1

βi(yi(θ)− ym
i )2

avec yi qui dépend du temps aussi (courbes)...
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Problème de moindres carrés:

min
θ∈Ω

J(θ) = min
θ∈Ω

N∑
i=1

βi(yi(θ)− ym
i )2

avec yi qui dépend du temps aussi (courbes)...
⇒ on minimise l’intégrale entre les courbes:

minθ∈Ω

N∑
i=1

∫ tL

t0

∣∣yi(t , θ)− ym
i (t)

∣∣dt

avec
∫ tL

t1

g(t)dt ' 1
2

L−1∑
l=0

(tl+1 − tl) (g(tl+1) + g(tl))
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Problème de moindres carrés:

min
θ∈Ω

J(θ) = min
θ∈Ω

N∑
i=1

βi(yi(θ)− ym
i )2

avec yi qui dépend du temps aussi (courbes)...
⇒ on minimise l’intégrale entre les courbes:

minθ∈Ω

N∑
i=1

∫ tL

t0

∣∣yi(t , θ)− ym
i (t)

∣∣dt

avec
∫ tL

t1

g(t)dt ' 1
2

L−1∑
l=0

(tl+1 − tl) (g(tl+1) + g(tl))

Algorithme de minimisation: fonction optim de la library
stats4 en R
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