[\ P/AY Modélisation d’écosystémes il
QI stabilité et portrait de phase

UE modélisation et quantification

Céline Casenave

UMR INRA-SupAgro 0729 MISTEA, Montpellier France,
celine.casenave@supagro.inra.fr

o>



Modélisation d’écosystémes
Plan de la troisieme partie

7. Stabilité des sytémes dynamiques

8. Portrait de phase

C. Casenave /
SCIENCE & IMPACT



Partie 7: Stabilité des systémes dynamiques
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Stabilité des points d’équilibre

Question
Si on est a I’équiilibre (x = x*), alors on y reste.

Probléme: dans la réalité, il y a des perturbations qui
font que le systéme ne reste pas exactement au point
d’équilibre.

p clou

Question: Si le systéme s’écarte
légérement du point d’équilibre,
va-t-il ensuite revenir ou non
a ce point d’équilibre?

Exemple du pendule:
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Stabilité des points d’équilibre
Définition au sens de Lyapunov

Définition: Point d’équilibre stable (au sens de Lyapunov)
1. Un point d’équilibre x* du systéme:

x = f(x(1), Vte]f, oo,
(]){ X(fo) = Xo, TOERO+,

est dit stable si:
° f(X*) =0
e efsive > 0,35 > 0tel que:

lIX0 = x|l < 6 = [[x(f,x0) = X*|| <&, VI > o,

ou Xx(f, xg) est la solution du systéme (1) & I'instant .

C. Casenave /
NCE & IMPACT



Stabilité des points d’équilibre

Définition au sens de Lyapunov

Définition: Point d’équilibre stable (au sens de Lyapunov)
1. Un point d’équilibre x* du systéme:

x = f(x(1), Vte]f, oo,
(]){ X(fo) = Xo, TOERO+,

est dit stable si:
° f(X*) =0

@(t, o)
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e efsive > 0,35 > 0tel que:

lIX0 = x|l < 6 = [[x(f,x0) = X*|| <&, VI > o,

ou Xx(f, xg) est la solution du systéme (1) & I'instant .
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Stabilité des points d’équilibre

Définition au sens de Lyapunov

Définition: Point d’équilibre stable (au sens de Lyapunov)
1. Un point d’équilibre x* du systéme:

x = f(x(1), Vte]f, oo,
(]){ X(fo) = Xo, TOERO+,

est dit stable si:
° f(X*) =0

@(t, o)

ﬁ ______ B

N

e efsive > 0,35 > 0tel que:

lIX0 = x|l < 6 = [[x(f,x0) = X*|| <&, VI > o,

ou Xx(f, xg) est la solution du systéme (1) & I'instant .
2. Un point d’équilibre x* du systéme (1) est dit instable si

il n"est pas stable.
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Stabilité des points d’équilibre
Stabilité asymptotique

Question: si x* est stable, x(t) vo-t-il tendre vers x*?

Définition: Point d’équilibre asymptotiquement stable

Un point d’équilibre x* du systéme (1) est dit asymptotique-

ment stable (A.S.):
o siil est stable, z_//\ ______________ s
« etsids > 0tel que: N

[IXo — x*|| <6 = lim x(t) = x* < lim ||x(t) — x*|| =0.
t—o0 t—o0

On appelle bassin d’attraction du point d’équilibre x*
I'ensemble des valeurs de xg d partir desquelles la trajec-
foire solution va converger vers le point d’équilibre x*.
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Stabilité des points d’équilibre

Stabilité exponentielle

Question: si x* est A.S, & quelle vitesse x(1) va
converger vers x*?

Définition: Point d’équilibre exponentiellement stable

(au sens de Lyapunov) \
Un point d’équilibre x* @ (tfvo)
P q N

du systéme (1) est dit o / i
exponentiellement stable (E.S.): = \/\fA -
T —alet — xole P
o siil est stable, o
e etsidd, «, f > 0tels que: / :

10 = X*[| < 6 = |Ix(H) = x*| < allxo — x*[|e™7, ¥t > fo.

Remarque: un point d’équilibre E.S. est nécessairement A.S.
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Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire scalaire réel
X = ax,
M
{ x(0) = X,
ou g € R* et xg € R*,

Solution:
x(1) = xpe, vt > 0.

Point d’équilibre: x* =0

Stabilité: lim;,_, . |[x(1) — x*| = limy,_, . o€
o sia>0,limy, [xX(1) — x*| = o0
o sia <0, limys,o[x(f) —x*| =0=x*

Le point d’équiilibre x* = 0 du systéme (1) est
globalement E.S. (c’est a dire quel que soit xp) si a < 0.
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Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire scalaire complexe
X = ax
’ 2
{ x0) = X, @
oua=u-+iveCetxyeR"

Solution:
x(1) = xpe, vt > 0.

Point d’équilibre: x* =0

Stabilité: lim;,_, . |x(1) — x*| = limy_,. xoe""
o siu>0,limy, . [X(F) — x*| =00
o siu<O,liMmp,oo[x(t) —x*| =0=x*

Le point d’équilibre x* = 0 du systéme (2) est
globalement E.S. (c’est a dire quel que soit xp) si u < 0.
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Stabilité des points d’équilibre
Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1
X = AX,
x(0) = X
ou A matrice carrée de taille n x net xg € R7\ {05}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.
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Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

X = AX,
x(0) = X,

ou A matrice carrée de taille n x net xg € R7\ {05}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:

Définition: Matrice inversible
Un matrice carrée A de taille n x n est dite inversible, si il
existe une matrice B de taille n x ntelle que:

AB = BA = I.

La matrice B est appelée inverse de A et est notée A",
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Stabilité des points d’équilibre
Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

X = AX,
x(0) = X

ou A matrice carrée de taille n x net xg € R7\ {05}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:

Définition: Matrice diagonalisable

Une matrice carrée A de taille n x n est dite diagonalisable
si il existe une matrice carrée P € R™" inversible, d’inverse
P-1, et une matrice D € R™*" diagonale, telles que:

A = PDP~".

P est appelée la matrice de passage.
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Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

X = AX,
x(0) = X

ou A matrice carrée de taille n x net xg € R7\ {05}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:
Proposition: Si A est diagonalisable, alors:
A ©)

D= o
(0) An

ou )\, i = 1:n,sont les valeurs propres de A.
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Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1
Point d’équilibre: x* = 0, car A est inversible
Stabilité:

« A est diagonalisable:

X = Ax = PDP~'x
« Multipliant & gauche par P~
P~'% = DP~'x
« Changement de variable y = P~ x:

y=Dy e y=\Ny,Vi=1:nsy(t) =y(0)eM, vi=1:n.
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Stabilité des points d’équilibre
Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

Stabilité (suite): Par conséquent:

0 SsiR(\) <O

. i ’ _ i : RN _
vi=1:n, I ly(h)] = Im [y (O)e —{ 2 i

d’ou, en notant p;  le coefficient situé sur la i#me ligne et la
k™€ colonne de P:

vi=T1:n, lim |x(t)] = lim [(Py)i(1)
t—o0 f—o00

n

Zpi,kyk(f)|

k=1

= 0siR(N\) <0, Vk=1:n.

lim
f—o0

C. Casenave /
NCE & IMPACT



Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

{ x = AXx,

x(0) = X ©

ou A matrice carrée de taille n x net xg € R7\ {05}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Point d’équilibre: x* = 0, car A est inversible
Stabilité:

Le point d’équilibre x* = 0 du systéme (3) est
globalement E.S. si foutes les valeurs propres
de A sont & partie réelle strictement négative.

C. Casenave /
NCE & IMPACT



Stabilité des points d’équilibre

Critere de stabilité: cas linéaire de dimension n > 1

Remarque: généralisation

X = A(X—Xe),
{X(O) = X0

ol Xe est un vecteur de R"” constant.
Unique point d’équilibre: x* = xe.
Changement de variable y = x — Xe:!

{ y = Ay,
y(0) = Xo—Xe,

et on se raméne au systéme précédent.
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Stabilité des points d’équilibre

Cas non linéaire

Linéarisation autour d’un point d’équilibre
Si x* point d’équilibre du systeme d’équations dX = f(x):

d(x —x*) X of X .
T -~ 500 =)
- =Jr(x?)

avec Jg(x*) la matrice jacobienne de f en x*:

of of

ﬁ(x*) 8—)(1’()(*)
Jri(X*) = I .

of f

Th(x*) ... g—;’(x*)

C. Casenave /
NCE & IMPACT



Stabilité des points d’équilibre
Cas non linéaire

Théoréme de Lyapunov ( 1" méthode de Lyapunov)

Soit x* un point d’équilibre hyperbolique de % = f(x).

« Sitoutes les valeurs propres de J¢(x*) sont & partie
réelle strictement négative (i.e. R(\)) < 0, V), alors le

point d’équilibre x* est localement exponentiellement
stable.

o Si J¢(x*) possede au moins une valeur propre d partie
réelle strictfement positive, alors le point d’équilibre x*
est instable.

Remarque: ne permet pas de conclure dans le cas d’une
valeur propre a partie réelle égale & 0.
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Stabilité des points d’équilibre

Rappel pour le calcul des valeurs propres

Définition: Valeurs propres
A € C est une valeur propre de la matrice diagonalisable A,
si il existe un vecteur v € R" tel que:

AV = \v

Proposition
Les valeurs propres \; d'une matrice diagonalisable A de
taille n x n sont les racines du polyndme caractéristique
donné par:

P(A) =det(A—Alp)

ou I, est la matrice identité de taille n x n
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Stabilité des points d’équilibre

Rappel pour le calcul des valeurs propres

Cas des matrices 2 x 2: A = [ a b ]
c d

det(A)=ad —bc et Tr(A)=a+d
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Stabilité des points d’équilibre

Rappel pour le calcul des valeurs propres

Cas des matrices 2 x 2: A = [ a b ]
c d

det(A)=ad —bc et Tr(A)=a+d

det (A — \b)

det c o

= (a—=A)(d=A)-bc
A2 — (a4 d)A+ad - bc

a—\ b]
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Stabilité des points d’équilibre
Rappel pour le calcul des valeurs propres

Cas des matrices 2 x 2: A = [ a b ]
c d
det(A)=ad—-bc et Tr(A)=a+d

Les valeurs propres A\; et A\, de A sont les racines de det(A —
Ab) qui s’écrit donc aussi:

det (A —Ab) = k(A — A1)(A = X2) = kA2 — k(M) + M)A 4+ kAo
On a donc:

M —(a+ d)\+ad —bc = kX2 — k(A1 4+ X)X + kAo
& k=T, \M1+X=a+d, M\, =0ad - bc
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Stabilité des points d’équilibre

Rappel pour le calcul des valeurs propres

Cas des matrices 2 x 2: A = [ a b ]

c d
det(A)=ad —bc et Tr(A)=a+d

On montre que \; et A\, sont & partie réelle strictement néga-
tive si et seulement si:

M+A<0
et \1\ >0
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Stabilité des points d’équilibre
Rappel pour le calcul des valeurs propres

Cas des matrices 2 x 2: A = [
c d

a b]
det(A)=ad —bc et Tr(A)=a+d

Proposition
Les valeurs propres de la matrice carrée A de taille 2 x 2 sont
a partie réelle strictement négative si et seulement si:

Tr(A):==a+d<0
et det(A) .=ad—-cb >0
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Stabilité des points d’équilibre

Rappel pour le calcul des valeurs propres

Matrices particuliéres:

Pour les matrices diagonales, friangulaires supérieures ou tri-
angulaires inférieures, les valeurs propres sont les valeurs des
éléments de la matrice sur la diagonale.

Exemples:
OUA= [

% valeurs propres = {a, b, c}

OUA =

[oNeNe)
- O O

d
b
0

O =0
® QQ

a 0 0
A=|0 b O
0 0 c

O OO
[
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Stabilité des points d’équilibre

Exemple

Modéle de compétition de Lotka-Volterra:

{% = hx (1 =X —axp) = f1(x, %)
% = bx(1-x - bx)=hx,x).

Valeurs propres de la jacobienne:

of o

J e (X)) g (3, x)
(X1, %) = %% (1 x 9 (e x
o (X1, %) F2(x1,x)

Solutions:
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Partie 8: Porirait de phase
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Portrait de phase

Définition

d
dT)? = f(x,X)
X
= h(x,x)

Tracé classique: x; en fonction du temps t et x, en fonction
du temps f
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Portrait de phase
Définition

% = f(x,x)
22 = f(x,x%)
Portrait de phase: x; en fonction de x; (ou l'inverse)

« plusieurs simulations sur une seule figure
« Visualisation des équilibres stables / instables
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Portrait de phase
Exemple
Modéle de compétition de Lotka-Volterra
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