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Partie 7: Stabilité des systèmes dynamiques



Stabilité des points d’équilibre
Question
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Si on est à l’équilibre (x = x∗), alors on y reste.

Problème: dans la réalité, il y a des perturbations qui
font que le système ne reste pas exactement au point
d’équilibre.

Question: Si le système s’écarte
légèrement du point d’équilibre,

va-t-il ensuite revenir ou non
à ce point d’équilibre?

Exemple du pendule:
θ

clou

masse
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Définition: Point d’équilibre stable (au sens de Lyapunov)
1. Un point d’équilibre x∗ du système:

est dit stable si:
• f (x∗) = 0
• et si ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que:

||x0 − x∗|| 6 δ ⇒ ||x(t , x0)− x∗|| 6 ε, ∀t > t0,

où x(t , x0) est la solution du système (1) à l’instant t .

2. Un point d’équilibre x∗ du système (1) est dit instable si
il n’est pas stable.

+

(1)
{

ẋ = f (x(t)), ∀t ∈]t0,∞[,
x(t0) = x0, t0 ∈ R+,
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Question: si x∗ est stable, x(t) va-t-il tendre vers x∗?

Définition: Point d’équilibre asymptotiquement stable

Un point d’équilibre x∗ du système (1) est dit asymptotique-
ment stable (A.S.):
• si il est stable,
• et si ∃δ > 0 tel que:

||x0 − x∗|| 6 δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = x∗ ⇔ lim
t→∞

||x(t)− x∗|| = 0.

On appelle bassin d’attraction du point d’équilibre x∗

l’ensemble des valeurs de x0 à partir desquelles la trajec-
toire solution va converger vers le point d’équilibre x∗.

t
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Question: si x∗ est A.S, à quelle vitesse x(t) va
converger vers x∗?

Définition: Point d’équilibre exponentiellement stable
(au sens de Lyapunov)

Un point d’équilibre x∗

du système (1) est dit
exponentiellement stable (E.S.):
• si il est stable,
• et si ∃ δ, α, β > 0 tels que:

||x0 − x∗|| 6 δ ⇒ ||x(t)− x∗|| 6 α||x0 − x∗||e−βt , ∀t > t0.

Remarque: un point d’équilibre E.S. est nécessairement A.S.

t
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{
ẋ = ax ,

x(0) = x0,
(1)

où a ∈ R∗ et x0 ∈ R∗.
Solution:

x(t) = x0eat , ∀t > 0.

Point d’équilibre: x∗ = 0

Stabilité: limt 7→∞ |x(t)− x∗| = limt 7→∞ x0eat

• si a > 0, limt 7→∞ |x(t)− x∗| =∞
• si a < 0, limt 7→∞[x(t)− x∗| = 0 = x∗

Le point d’équilibre x∗ = 0 du système (1) est
globalement E.S. (c’est à dire quel que soit x0) si a < 0.



Stabilité des points d’équilibre
Critère de stabilité: cas linéaire scalaire complexe
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{
ẋ = ax ,

x(0) = x0,
(2)

où a = u + iv ∈ C et x0 ∈ R∗.
Solution:

x(t) = x0eat , ∀t > 0.

Point d’équilibre: x∗ = 0

Stabilité: limt 7→∞ |x(t)− x∗| = limt 7→∞ x0eut

• si u > 0, limt 7→∞ |x(t)− x∗| =∞
• si u < 0, limt 7→∞[x(t)− x∗| = 0 = x∗

Le point d’équilibre x∗ = 0 du système (2) est
globalement E.S. (c’est à dire quel que soit x0) si u < 0.
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{
ẋ = Ax ,

x(0) = x0,

où A matrice carrée de taille n× n et x0 ∈ Rn \ {0n}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.
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{
ẋ = Ax ,

x(0) = x0,

où A matrice carrée de taille n× n et x0 ∈ Rn \ {0n}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:

Définition: Matrice inversible
Un matrice carrée A de taille n × n est dite inversible, si il
existe une matrice B de taille n× n telle que:

AB = BA = In.

La matrice B est appelée inverse de A et est notée A−1.
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{
ẋ = Ax ,

x(0) = x0,

où A matrice carrée de taille n× n et x0 ∈ Rn \ {0n}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:

Définition: Matrice diagonalisable
Une matrice carrée A de taille n× n est dite diagonalisable
si il existe une matrice carrée P ∈ Rn×n inversible, d’inverse
P−1, et une matrice D ∈ Rn×n diagonale, telles que:

A = PDP−1.

P est appelée la matrice de passage.
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{
ẋ = Ax ,

x(0) = x0,

où A matrice carrée de taille n× n et x0 ∈ Rn \ {0n}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Rappels:

Proposition: Si A est diagonalisable, alors:

D =

 λ1 (0)
. . .

(0) λn

 ,
où λi , i = 1 : n, sont les valeurs propres de A.
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Point d’équilibre: x∗ = 0n car A est inversible

Stabilité:
• A est diagonalisable:

ẋ = Ax = PDP−1x

• Multipliant à gauche par P−1

P−1ẋ = DP−1x

• Changement de variable y = P−1x :

ẏ = Dy ⇔ ẏi = λiyi , ∀i = 1 : n,⇔ yi(t) = yi(0)e
λi t , ∀i = 1 : n.
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Stabilité (suite): Par conséquent:

∀i = 1 : n, lim
t→∞

|yi(t)| = lim
t→∞

|yi(0)|e<(λi)t =

{
0 si <(λi) < 0
∞ si <(λi) > 0,

d’où, en notant pi,k le coefficient situé sur la ième ligne et la
kème colonne de P:

∀i = 1 : n, lim
t→∞

|xi(t)| = lim
t→∞

|(Py)i(t)|

= lim
t→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

pi,kyk(t)

∣∣∣∣∣
= 0 si <(λk) < 0, ∀k = 1 : n.
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{
ẋ = Ax ,

x(0) = x0,
(3)

où A matrice carrée de taille n× n et x0 ∈ Rn \ {0n}.
La matrice A est inversible et diagonalisable.

Point d’équilibre: x∗ = 0n car A est inversible

Stabilité:

Le point d’équilibre x∗ = 0 du système (3) est
globalement E.S. si toutes les valeurs propres

de A sont à partie réelle strictement négative.
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Remarque: généralisation{
ẋ = A(x − xe),

x(0) = x0,

où xe est un vecteur de Rn constant.
Unique point d’équilibre: x∗ = xe.
Changement de variable y = x − xe:{

ẏ = Ay ,
y(0) = x0 − xe,

et on se ramène au système précédent.
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Linéarisation autour d’un point d’équilibre
Si x∗ point d’équilibre du système d’équations dx

dt = f (x):

d(x − x∗)
dt

= f (x)− f (x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

'
[
∂f
∂x

(x∗)
]

︸ ︷︷ ︸
=Jf (x∗)

(x − x∗)

avec Jf (x∗) la matrice jacobienne de f en x∗:

Jf (x
∗) =


∂f1
∂x1

(x∗) . . . ∂f1
∂xn

(x∗)
...

...
∂fn
∂x1

(x∗) . . . ∂fn
∂xn

(x∗)
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Théorème de Lyapunov ( 1ère méthode de Lyapunov)

Soit x∗ un point d’équilibre hyperbolique de dx
dt = f (x).

• Si toutes les valeurs propres de Jf (x∗) sont à partie
réelle strictement négative (i.e. <(λj) < 0, ∀j), alors le
point d’équilibre x∗ est localement exponentiellement
stable.
• Si Jf (x∗) possède au moins une valeur propre à partie

réelle strictement positive, alors le point d’équilibre x∗

est instable.

Remarque: ne permet pas de conclure dans le cas d’une
valeur propre à partie réelle égale à 0.
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Définition: Valeurs propres
λ ∈ C est une valeur propre de la matrice diagonalisable A,
si il existe un vecteur v ∈ Rn tel que:

Av = λv

Proposition
Les valeurs propres λi d’une matrice diagonalisable A de
taille n × n sont les racines du polynôme caractéristique
donné par:

P(λ) = det (A− λIn)

où In est la matrice identité de taille n× n
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Cas des matrices 2× 2: A =

[
a b
c d

]
det(A) = ad − bc et Tr(A) = a + d
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Cas des matrices 2× 2: A =

[
a b
c d

]
det(A) = ad − bc et Tr(A) = a + d

d’où:

det (A− λI2) = det
[

a − λ b
c d − λ

]
= (a − λ)(d − λ)− bc

= λ2 − (a + d)λ+ ad − bc
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Cas des matrices 2× 2: A =

[
a b
c d

]
det(A) = ad − bc et Tr(A) = a + d

Les valeurs propres λ1 et λ2 de A sont les racines de det(A−
λI2) qui s’écrit donc aussi:

det (A− λI2) = k(λ− λ1)(λ− λ2) = kλ2 − k(λ1 + λ2)λ+ kλ1λ2

On a donc:

λ2 − (a + d)λ+ ad − bc = kλ2 − k(λ1 + λ2)λ+ kλ1λ2

⇔ k = 1, λ1 + λ2 = a + d, λ1λ2 = ad − bc
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Cas des matrices 2× 2: A =

[
a b
c d

]
det(A) = ad − bc et Tr(A) = a + d

On montre que λ1 et λ2 sont à partie réelle strictement néga-
tive si et seulement si:

λ1 + λ2 < 0
et λ1λ2 > 0
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Cas des matrices 2× 2: A =

[
a b
c d

]
det(A) = ad − bc et Tr(A) = a + d

Proposition
Les valeurs propres de la matrice carrée A de taille 2×2 sont
à partie réelle strictement négative si et seulement si:

Tr(A) := a + d < 0
et det(A) := ad − cb > 0
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Matrices particulières:
Pour les matrices diagonales, triangulaires supérieures ou tri-
angulaires inférieures, les valeurs propres sont les valeurs des
éléments de la matrice sur la diagonale.
Exemples:

A =

 a 0 0
0 b 0
0 0 c

 ou A =

 a d e
0 b f
0 0 c

 ou A =

 a 0 0
d b 0
e f c



valeurs propres = {a,b,c}
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Modèle de compétition de Lotka-Volterra:{ dx1
dt = r̃1x1 (1− x1 − ax2) = f1(x1, x2)

dx2
dt = r̃2x2 (1− x2 − bx1) = f2(x1, x2).

Valeurs propres de la jacobienne:

Jf (x1, x2) =

[
∂f1
∂x1

(x1, x2)
∂f1
∂x2

(x1, x2)
∂f2
∂x1

(x1, x2)
∂f2
∂x2

(x1, x2)

]

Solutions:
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Partie 8: Portrait de phase



Portrait de phase
Définition
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espèce 1

espèce 2

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
temps

{
dx1
dt = f1(x1, x2)
dx2
dt = f2(x1, x2)

Tracé classique: x1 en fonction du temps t et x2 en fonction
du temps t
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Xe

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
x1

x
2

x2

x1

xe

x2

x1xe

{
dx1
dt = f1(x1, x2)
dx2
dt = f2(x1, x2)

Portrait de phase: x1 en fonction de x2 (ou l’inverse)

• plusieurs simulations sur une seule figure
• visualisation des équilibres stables / instables
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Modèle de compétition de Lotka-Volterra
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